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4. 

3
0

cot coth 7
Res

45z

z z

z =

    = −    
Proof:   divide the series, 

2 4 2 41 1 1 1
2! 4 ! 2 ! 4 !

3 3 3 5 3 51 1 1 1
3! 5! 3! 5 !

1 .. 1 ..1 cos cosh 1

sin sinh ... ...

z z z zz z

z zz z z z z z z z

− + + + + +
= ×

− + + + + +

4 2 4 21 1 1 1
4 ! 2 ! 4 ! 2!

3 5 3 5 31 1 1 1
5! 3! 5! 3!

1 .. 1 ..1

... ...

z z z z

z z z z z z z

+ − + + + +
= ×

+ − + + + +

( ) ( )
( ) ( )

2 2
4 21 1

4 ! 2!

5 2 2
4 21 1

5! 3!

11

1

z z

z z z

+ −
≈

+ −

( )
( )

2

2

4 81 1 1
4 12 (4 !)

5 4 81 1 1
36 60 (5!)

11

1

z z

z z z

− − +
≈

− − +

41
6

5 414
90

11

1

z

z z

−
≈

−

( )( )4 41 1
6 905

1
1 1z z

z
≈ − +

( )4 81 1 1
6 90 540

1 z z = − − −  

( )4 814 1
90 5405

1
1 z z

z
= − −

  
5

1 3

314 1
90 5405

1 1
1 ...

a
a a

z
zz

−
−

= − +
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5. 

Residue Theorem for a-1

5.1

{ } { }
1 2

1 1

1
( ) Res ( ) Res ( )

2 z z z z
C

f d f z f z
i

ζ ζ
π − −= =

= +∫

Proof:           

1 1 2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0

C c c

f d f d f d

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ
∈ ∈ ∈

+ + =∫ ∫ ∫  

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2
i iC z e z e

f d f d f d
i i i

φ φζ ζ ρ ζ ρ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ
π π π

∈ = + = +

= +∫ ∫ ∫   ,

For 1 1cζ ∈ ,  1

1

,1 1,1
1 0,1 1,1 1 1

1 11 1

( ) ... ( ) ...
( )

k

k

a a
f a a z

zz
ζ ζ

ζζ
− −= + + + + − +

−−
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{ }
1

1 1

1 1,1 1

1
( ) Res ( )

2
i

z z

z e

f d a f z
i

φζ ρ

ζ ζ
π − − =

= +

⇒ = =∫

For 2 2cζ ∈ ,  

2

2

,2 1,2
2 0,1 1,2 2 2

2 22 2

( ) ... ( ) ...
( )

k

k

a a
f a a z

zz
ζ ζ

ζζ
− −= + + + + − +

−−

{ }
2

2 2

2 2 1,2 1

1
( ) Res ( )

2
i

z z

z e

f d a f z
i

φζ ρ

ζ ζ
π − − =

= +

⇒ = =∫

{ } { }
1 2

1 1

1
( ) Res ( ) Res ( )

2 z z z z
C

f d f z f z
i

ζ ζ
π − −= =

= +∫ .

5.2 1 2( ) has poles at , ,...., Nf z z z z ⇒

{ } { }
1

1 1

1
( ) Res ( ) ... Res ( )

2 Nz z z z
C

f d f z f z
i

ζ ζ
π − −= =

= + +∫
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6. 
cot( ) ( )z f zπ π

Res{ cot( ) ( )} ( )z nz f z f nπ π = =

{ }1 pole of ( )

... ( 3) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) (3) ...

              Res cot( ) ( ) 0
f

f f f f f f f

f
σ σ

π πσ σ− =

− + − + − + + + + +

+ =∑

6.1 cot z Aπ ≤  on 1
2

N +  for any N

1 1 1
,  and 

2 2 2
y N N x N= − − − − ≤ ≤ + ⇒

cot

i z i z

i z i z

e e
z

e e

π π

π π
π

−

−

+
=

−
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i z i z

i z i z

e e

e e

π π

π π

−

−

+
≤

−

1 1
2 2

1 1
2 2

( [ ]) ( [ ])

( [ ]) ( [ ])

i x i N i x i N

i x i N i x i N

e e

e e

π π

π π

+ − − − + − −

+ − − − + − −

+
=

−

/2 /2

/2 /2

i x N i x N

i x N i x N

e e

e e

π π π π π π

π π π π π π

+ + − − −

+ + − − −

+
=

−

/2 /2 /2

/2 /2 /2

( )

( )

N N N

N N N

e e e

e e e

π π π π π π

π π π π π π

+ − − − +

+ − − − +

+
=

−

2

2

N

N

e e

e e

π π

π π

−

−

+
=

−

2

2

1

1

N

N

e
e

e
e

π
π

π
π

+
=

−

1

1

e

e

π

π

+
<

−

2
1 1.1

1eπ
= + <

−
.

1 1 1
,  and 

2 2 2
y N N x N= + − − ≤ ≤ + ⇒

cot
i z i z

i z i z

e e
z

e e

π π

π π
π

−

−

+
=

−

i z i z

i z i z

e e

e e

π π

π π

−

−

+
≤

−
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1 1
2 2

1 1
2 2

( [ ]) ( [ ])

( [ ]) ( [ ])

i x i N i x i N

i x i N i x i N

e e

e e

π π

π π

+ + − + +

+ + − + +

+
=

−

/2 /2

/2 /2

i x N i x N

i x N i x N

e e

e e

π π π π π π

π π π π π π

− − − + +

− − − + +

+
=

−

/2 /2 /2

/2 /2 /2

( )

( )

N N N

N N N

e e e

e e e

π π π π π π

π π π π π π

− − + − +

+ − − − +

+
=

−

2

2

N

N

e e

e e

π π

π π

−

−

+
=

−

2

2

1

1

N

N

e
e

e
e

π
π

π
π

+
=

−

1

1

e

e

π

π

+
<

−

2
1 1.1

1eπ
= + <

−
.

1 1 1
,  and 

2 2 2
x N N y N= + − − ≤ ≤ + ⇒

For 0y = ,   1
2

cot cot ( )z Nπ π= +

2
cot( )N ππ= +

cot
2

π
=

tan 0 0= = . 

For 0y ≠ ,   ( )
2

cot cotz N i yππ π π= + +
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( )
2

cot i yπ π= +

( )tan i yπ=

sin

cos

i y

i y

π
π

=

2

2

i iy i iy

i iy i iy

e e

i

e e

π π

π π

−

−

−

=
+

y y

y y

e e

e e

π π

π π

−

−

−
=

+

2 2

2 2

1 1

1 1

y y

y y

e e

e e

π π

π π

− −
= =

+ +

For 0y > ,     
2

2

1
1

1

y

y

e

e

π

π

−
<

+
.

For 0y < ,     
2 2 ( )

2

2 ( )

1
1

1
1

11 1

y y

y

y

e e

e

e

π π

π

π

−

−

−
−

= <
+ +

.

1 1 1
,  and 

2 2 2
x N N y N= − − − − ≤ ≤ + ⇒

For 0y = ,   1
2

cot cot ( )z Nπ π= − −

2
cot( )N ππ= − −

2
cot( )π= −

tan 0 0= = . 

For 0y ≠ ,   ( )
2

cot cotz N i yππ π π= − − +
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( )
2

cot i yπ π= − +

( )tan i yπ=

sin

cos

i y

i y

π
π

=

2

2

i iy i iy

i iy i iy

e e

i

e e

π π

π π

−

−

−

=
+

y y

y y

e e

e e

π π

π π

−

−

−
=

+

2 2

2 2

1 1

1 1

y y

y y

e e

e e

π π

π π

− −
= =

+ +

For 0y > ,     
2

2

1
1

1

y

y

e

e

π

π

−
<

+
.

For 0y < ,     
2 2 ( )

2

2 ( )

1
1

1
1

11 1

y y

y

y

e e

e

e

π π

π

π

−

−

−
−

= <
+ +

.

6.2    cos
cot

sin

z
z

z

π
π

π
=   has poles at ... 2, 1,0,1,2,...z n= = − −

6.3 { }Res cot( ) 1
z n

zπ π
=

=

Proof:  { } cos
Res cot( ) ( )

sinz n
z n

z
z z n

z

π
π π π

π=
=

 
 = −
  
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( )
cos( )

sin( )
z

z z n

D z n
z

D z

π π
π

π =

 − =   

cos( ) 1
cos( ) z n

z
z

π
π

π π =

 
 = =
  

.

6.4 { }Res cot( ) ( ) ( )
z n

z f z f nπ π
=

=

6.5
1
2

( )
N

k

M
f z

z+

≤ ⇒


{ }1 pole of ( )

... ( 3) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) (3) ...

              Res cot( ) ( ) 0
f

f f f f f f f

f
σ σ

π πσ σ− =

− + − + − + + + + +

+ =∑
Proof:   

{ }
1
21

2

1 pole of cot  in 
cot( ) ( ) Res cot( ) ( )

N

N

z z
f d z f z

π
π πζ ζ ζ π π

+

+

− =
= ∑∫ 





{ }
1
2

1 pole of ( ) in 
Res cot( ) ( )

N
f

f
σ σ

π πσ σ
+

− =
+∑ 

1
2

1
2 1

8
2

cot( ) ( ) cot (length ) 0

N

N Nk

A
N

M
f d

N
π πζ ζ ζ π πζ

+

+ →∞

≤   +   

≤ →∫



 



{ }Res cot( ) ( ) ( )
z n

z f z f nπ π
=

= .
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7. 

( )
sin

f z
z

π
π

1
Res ( ) ( 1) ( )

sin
n

z n

f z f n
z

π
π =

    = −    

1
pole of ( )

... ( 3) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) (3) ... 

                Res ( ) 0
sin( ) f

f f f f f f f

f
σ σ

π
σ

πσ−
=

− − + − − − + − + − +

   + =    
∑

7.1 1

sin
A

zπ
≤  on 1

2
N +  for any N

1 1 1
,  and 

2 2 2
y N N x N= − − − − ≤ ≤ + ⇒
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1 2

sin i z i zz e eπ ππ −
=

−

( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

=
−

( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

≤
−

2
y ye eπ π−

=
−

2

2 2 2

2
N

N N N

e

e e e

π

π π π

π

π π π

− +

+ − − − +
=

−

2

2

2
N

N

e

e e

ππ

π π

− +

−
=

−

2

2

2

1

N

N

e

e

e
e

π

π

π
π

=
−

22

1

e
A

e

π

π
< ≡

−
.

1 1 1
,  and 

2 2 2
y N N x N= + − − ≤ ≤ + ⇒

1 2

sin i z i zz e eπ ππ −
=

−

( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

=
−
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( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

≤
−

2
y ye eπ π−

=
−

2

2 2 2

2
N

N N N

e

e e e

π

π π π

π

π π π

− +

+ − − − +
=

−

2

2

2
N

N

e

e e

ππ

π π

− +

−
=

−

2

2

2

1

N

N

e

e

e
e

π

π

π
π

=
−

22

1

e
A

e

π

π
< ≡

−
.

1 1 1
,  and 

2 2 2
x N N y N= + − − ≤ ≤ + ⇒

2

1 1

sin sin( )z N i yππ π π
=

+ +

2
csc( )N i yππ π= + +

2
csc( )i yπ π= +

2

1

sin( )i yπ π
=

+

1

cos( )i yπ
=



Gauge Institute Journal, Volume 18, No. 1, February 2022                      H. Vic Dannon 

26

( ) ( )

1

2

i iy i iye eπ π−
=

+

2
y ye eπ π−

=
+

For 0y = ,    2
1

y ye eπ π−
=

+

For 0y > ,     
2

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π−
= <

+ +

For 0y < ,     
( )

2 ( )

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π

− −

− − −
= <

+ +
.

1 1 1
,  and 

2 2 2
x N N y N= − − − − ≤ ≤ + ⇒

2

1 1

sin sin( )z N i yππ π π
=

− − +

2
csc( )N i yππ π= − − +

2
csc( )i yπ π= − +

2

1

sin( )i yπ π
=

+

1

cos( )i yπ
=

( ) ( )

1

2

i iy i iye eπ π−
=

+
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2
y ye eπ π−

=
+

For 0y = ,    2
1

y ye eπ π−
=

+

For 0y > ,     
2

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π−
= <

+ +

For 0y < ,     
( )

2 ( )

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π

− −

− − −
= <

+ +
.

7.2    1

sin zπ
  has poles of order 1 at ... 2, 1,0,1,2,...z n= = − −

7.3 1
Res ( 1)

sin
n

z nz
π

π =

    = −    

Proof:  1 1
Res ( )

sin sinz n z n

z n
z z

π π
π π= =

       = −        

( )

sin( )
z

z z n

D z n

D z

π π
π =

 − =   

( 1)
cos( )

n

z nz

π
π π =

 
 = = −
  

.

7.4 1
Res ( ) ( 1) ( )

sin
n

z n

f z f n
z

π
π =

    = −    
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7.5
1
2

( )
N

k

M
f z

z+

≤ ⇒


1
pole of ( )

... ( 3) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) (3) ... 

                Res ( ) 0
sin( ) f

f f f f f f f

f
σ σ

π
σ

πσ−
=

− − + − − − + − + − +

   + =    
∑

Proof:   

11
22

1
pole of  in 

sin( )

( ) Res ( )
sin( ) sin( )

NN
z

f d f z
z π

πζ

π π
ζ ζ

πζ π
++

−
=

   =     
∑∫





1
2

1
pole of ( ) in 

Res ( )
sin( )

N
f

f
σ σ

π
σ

πσ
+

−
=

   +     
∑



1
2

1
2 1

8
2

1
( ) (length ) 0

sin( ) sin( )
N

N Nk

A N

M
f d

N

π
ζ ζ π

πζ πζ
+

+ →∞

 ≤ +   

≤ →∫







1

sin zπ
  has poles at z n=

1
2

1
pole of  in 

sin( )

Res ( ) ( 1) ( )
sin( )

N

n

z
z

f z f n
z π

π

π
π

+

−
=

    = −     

.

⇒

1
  ( )

... ( 3) ( 2) ( 1) (0) (1) (2) (3) ...

                      Res ( ) 0
sin( ) pole of f

f f f f f f f

f
σ σ

π
σ

πσ−
=

− − + − − − + − + − +

   + =    
∑
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8. 

( )
cos

f z
z

π
π

1
2

1
2

Res ( ) ( 1) ( )
cos( )

n

z n

f z f n
z

π
π = +

    = − − +    

5 3 1 1 3 5
2 2 2 2 2 2

1
pole of ( )

... ( ) ( ) ( ) + ( ) ( ) ( ) ...

                     Res ( )
cos( ) f

f f f f f f

f
σ σ

π
σ

πσ−
=

− − + − − − − + − =
   =     

∑

8.1 1

cos
A

zπ
≤ on N  for any N

,  and y N N x N= − − ≤ ≤ ⇒

1 2

cos i z i zz e eπ ππ −
=

+
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( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

=
+

( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

≤
−

2
y ye eπ π−

=
−

( ) ( )

2
N Ne eπ π− − −

=
−

2
N Ne eπ π−

=
−

1
2

1eπ
≤

−
.

,  and y N N x N= − ≤ ≤ ⇒

1 2

cos i z i zz e eπ ππ −
=

+

( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

=
+

( ) ( )

2
i x iy i x iye eπ π+ − +

≤
−

2
y ye eπ π−

=
−

2
N Ne eπ π−

=
−
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1
2

1eπ
≤

−
.

,  and x N N y N= − ≤ ≤ ⇒

1 1

cos cos( )z N i yπ π π
=

+

sec( )N i yπ π= +

sec( )i yπ=

1

cos( )i yπ
=

( ) ( )

2
i i y i i ye eπ π−

=
+

2
y ye eπ π−

=
+

2
y ye eπ π−

=
+

For 0y = ,    2
1

y ye eπ π−
=

+

For 0y > ,     
2

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π−
= <

+ +

For 0y < ,     
( )

2 ( )

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π

− −

− − −
= <

+ +
.

,  and x N N y N= − − ≤ ≤ ⇒

1 1

cos cos( )z N i yπ π π
=

− +
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sec( )N i yπ π= − +

sec( )i yπ=

1

cos( )i yπ
=

( ) ( )

2
i i y i i ye eπ π−

=
+

2
y ye eπ π−

=
+

2
y ye eπ π−

=
+

For 0y = ,    2
1

y ye eπ π−
=

+

For 0y > ,     
2

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π−
= <

+ +

For 0y < ,     
( )

2 ( )

2
2 2

1

y y

y y y y

e e

e e e e

π π

π π π π

− −

− − −
= <

+ +
.

8.2 1

cos zπ
  has poles at 1 5 3 1 1 3 5

2 2 2 2 2 2 2
..., , , , , , ,...z n= + = − − −

8.3
1
2

Res ( 1)
cos( )

n

z nz

π
π = +

    = − −    

Proof:    
1 1
2 2

1
2

Res ( [ ])
cos( ) cos( )

z n z n

z n
z z

π π
π π= + = +

       = − +        
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1
2

1
2

( )

cos( )

z

z z n

D z n

D z
π

π
= +

 − − =  
  

1
2

1

sin( )
z n

zπ = +

 
 =
 − 

2

1

sin( )n ππ
=

− +

( 1)n= − − .

8.4  
1
2

1
2

Res ( ) ( 1) ( )
cos( )

n

z n

f z f n
z

π
π = +

    = − − +    

8.5 ( )
N k

M
f z

z
≤ ⇒



5 3 1 1 3 5
2 2 2 2 2 2

1
pole of ( )

... ( ) ( ) ( ) + ( ) ( ) ( ) ...

                     Res ( )
cos( )

f

f f f f f f

f
σ σ

π
σ

πσ−
=

− − + − − − − + − =
   =     

∑

Proof:   

1
pole of  in 

cos( )

( ) Res ( )
cos( ) cos( )

NN
z

z

f d f z
z π

π

π π
ζ ζ

πζ π−
=

   =     
∑∫





1
pole of ( ) in 

Res ( )
cos( )

Nf

f
σ σ

π
σ

πσ−
=

   +     
∑


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( )8

( ) (length ) 0
cos( ) cos( )

N

N Nk

N
A

M
f d

N

π π
ζ ζ

πζ πζ →∞

≤

≤ →∫








1

cos zπ
  has poles at 1

2
z n= +

1
2

1 1
pole of  in 

cos( )

Res ( ) Res ( )
cos( ) cos( )

Nz z n
z

f z f z
z zπ

π

π π
π π− −

= = +

         =            

1
2

( 1) ( )n f n= − − +

⇒ 1
2 1

pole of ( )

( 1) ( ) Res ( )
cos( )

n

f z

f n f
σ

π
σ

πσ−
=

   − + =     
∑ ∑

⇒ 7 5 3 1 1 3 5
2 2 2 2 2 2 2

... ( ) ( )+ ( ) ( )+ ( ) ( ) ( ) ...=f f f f f f f+ − − − − − − − + +

1
  ( )

Re ( )
cos( ) pole of f z

s f
σ

π
σ

πσ−
=

   =     
∑ .
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9. 

tan( ) ( )z f zπ π

{ }

5 3 1 1 3 5
2 2 2 2 2 2

1   ( )

.. ( ) ( ) ( ) + ( ) ( ) ( ) ..

              Res tan( ) ( )
pole of f

f f f f f f

f
σ σ

π πσ σ
− =

+ − + − + − + + + =

= ∑
9.1 tan z Aπ ≤   on N  for any N

,  and y N N x N= − − ≤ ≤ ⇒

tan
i z i z

i z i z

e e
z

e e

π π

π π
π

−

−

−
=

+

2

2

1

1

i z

i z

e

e

π

π

−

−

−
=

+

2 2

2 2

1

1

i x N

i x N

e

e

π π

π π

− −

− −

−
=

+
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2

2

1

1

N

N

e

e

π

π

−

−

+
<

−

1

1

e

e

π

π

−

−

+
<

−
.

,  and y N N x N= − ≤ ≤ ⇒

tan
i z i z

i z i z

e e
z

e e

π π

π π
π

−

−

−
=

+

2

2

1

1

i z

i z

e

e

π

π

−
=

+

2 2

2 2

1

1

i x N

i x N

e

e

π π

π π

− +

− +

−
=

+

2 2

2 2

1

1

N N

N N

e e

e e

π π

π π

−

−

+
<

−

2

2

1
1

1
1

N

N

e

e

π

π

+
<

−

1
1

1
1

e

e

π

π

+
<

−

1

1

e

e

π

π

+
<

−

1
1 2

1eπ
< +

−
.

,  and x N N y N= − ≤ ≤ ⇒
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For 0y = ,   tan tanz Nπ π=

tan 0 0= = . 

For 0y ≠ ,   ( )tan tanz N i yπ π π= +

( )tan i yπ=

sin

cos

i y

i y

π
π

=

2

2

i iy i iy

i iy i iy

e e

i

e e

π π

π π

−

−

−

=
+

y y

y y

e e

e e

π π

π π

−

−

−
=

+

2 2

2 2

1 1

1 1

y y

y y

e e

e e

π π

π π

− −
= =

+ +

For 0y > ,     
2

2

1
1

1

y

y

e

e

π

π

−
<

+
.

For 0y < ,     
2 2 ( )

2

2 ( )

1
1

1
1

11 1

y y

y

y

e e

e

e

π π

π

π

−

−

−
−

= <
+ +

.

,  and x N N y N= − − ≤ ≤ ⇒

For 0y = ,   tan tan ( ) tan 0 0z Nπ π= − = =

For 0y ≠ ,   ( )tan tanz N i yπ π π= − +

( )tan i yπ=
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sin

cos

i y

i y

π
π

=

2

2

i iy i iy

i iy i iy

e e

i

e e

π π

π π

−

−

−

=
+

y y

y y

e e

e e

π π

π π

−

−

−
=

+

2 2

2 2

1 1

1 1

y y

y y

e e

e e

π π

π π

− −
= =

+ +

For 0y > ,     
2

2

1
1

1

y

y

e

e

π

π

−
<

+
.

For 0y < ,     
2 2 ( )

2

2 ( )

1
1

1
1

11 1

y y

y

y

e e

e

e

π π

π

π

−

−

−
−

= <
+ +

.

9.2        tan( )π πζ   has poles at 1
2

z n= +

9.3                   { } 1
2

Res tan( ) 1
z n

zπ π
= +

= −

Proof:  { } 1
2 1

2

1
2

sin( )
Res tan( ) ( [ ])

cos( )z n
z n

z
z z n

z

π π
π π

π= +
= +

 
 = − +
  

1
2

( )
sin( )

cos( )
z

z z n

D z n
z

D z
π π

π = +

 − =   

1
2

1
sin( ) 1

sin( )
z n

z
z

π
π = +

 
 = = −
 − 
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9.4 { } 1
2

1
2

Res tan( ) ( ) ( )
z n

z f z f nπ π
= +

= − +

9.5 ( )
N k

M
f z

z
≤ ⇒



{ }

5 3 1 1 3 5
2 2 2 2 2 2

1 pole of ( )

.. ( ) ( ) ( ) + ( ) ( ) ( ) ..

                  = Res tan( ) ( )
f

f f f f f f

f
σ σ

π πσ σ
− =

+ − + − + − + + + =

∑
Proof:  

{ }
1 pole of tan( ) in 

tan( ) ( ) Res tan( ) ( )
N

N

z
f d f z

π πζ
π πζ ζ ζ π πζ

− =
= ∑∫ 





{ }1 pole of ( ) in 
Res tan( ) ( )

Nf
f

σ σ
π πζ σ− =

+∑ 

8

tan( ) ( ) tan( ) (length ) 0

N

N Nk

NA

M
f d

N
π πζ ζ ζ π πζ

→∞

≤

≤ →∫





tan( )π πζ   has poles at 1
2

z n= +

{ } 1
2

1
1 2

Res tan( ) ( ) ( )
z n

z f z f nπ π− = +
= − +

⇒ 5 3 1 1 3 5
2 2 2 2 2 2

.. ( ) ( ) ( ) + ( ) ( ) ( ) ...f f f f f f+ − + − + − + + + =

{ }
1   ( )

Res tan( ) ( )
pole of f

f
σ σ

π πσ σ
− =

= ∑
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10. 
1 1 1

tan( )

1 1

2 2
1 1

                         ...
3 3

l
m

m
l m l m l

m l m l

m l m l

π π
= − + − +

− +
− +

− + + − + 

1
2

l m< , l  and m have no common factor

/

1 1 1 1 1 1 1
..

2 2 3 3

                                                                 cot( )

l m

l
m

R
l m l m l m l m l m l m l

m

π
π

= − + − + − + +
− + − + − +

=

Proof:   1
cot( )

l
m

z
z

π π
+

has poles of order 1 at z n= ,  

                                          and a pole at l
m

z = −

1
2

1

1 1
cot( ) Res cot( )

N

l l
m m z n

d z
z

π πζ ζ π π
ζ

+

−
=

   =   + +  
∑∫





1

1
 Res cot( )

l
m

l
m z

z
z

π π−
=−

   +   +  

1 1
2 2

1
2

log( ) 0

1 1
cot( ) cot 0

N N

l
m

N

l l
m mA

d d

ζ

π πζ ζ π πζ ζ
ζ ζ

+ +

+

≤

 + =  

≤ =
+ +∫ ∫



 




  .

1

1 cos 1
Res cot( ) ( )

sinl l
m mz n z n

z
z z n

zz z

π
π π π

π−
= =

       = −    + +     
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( ) 1
cos( )

sin( )
z

l
z z n m

D z n
n

D z n

π
π

π =

  −    =     +  

1
cos( )

cos( ) l
z n m

n
z n

π
π

π π =

      =     +  

1
l
m

n
=

+
.

To find 1

1
Res cot( )

l
m

l
m z

z
z

π π−
=−

     +  
, divide the series 

2

2

sin( )cos( ) 1 1

sin( ) cos( )l l
m m

zz

z z zz

π

π

ππ
π π

π π

+
=

+ +− +

1
2
1
2

sin ( ) ( ) 1

cos ( ) ( )

l l
m m
l l l
m m m

z

z z

π π
π

π π

 + + − = −
 + + − + 

1
2
1
2

sin ( ) 1

cos ( )

l
m
l
m

u

uu

π π
π

π π

 + − = −
 + − 

1 1
2 2
1 1
2 2

sin( )cos( ) cos( )sin( ) 1

cos( )cos( ) sin( )sin( )

l l
m m
l l
m m

u u

uu u

π π π π
π

π π π π

− + −
= −

− − −

3 3 2 21 1
3! 2
2 2 3 31 1

2 3!

[ ...]sin( ) [1 ...]cos( ) 1

[1 ...]sin( ) [ ...]cos( )

l l
m m

l l
m m

u u u

uu u u

π π π π π
π

π π π π π

− + + − +
= −

− + − − +

cos( ) sin( ) ... 1

sin( ) cos( ) ...

l l
m m
l l
m m

u

uu

π π π
π

π π π

+ +
= −

− +
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1 tan( ) ... 1
cot( )

1 cot( ) ...

l
ml

m l
m

u

uu

π π
π π

π π

+ +
= −

− +

1
cot( )[1 tan( )][1 cot( )]l l l

m m m
u u

u
π π π π π π≈ − + +

2 31
cot( ) cot( )[cot( ) tan( )] cot( ) ...l l l l l

m m m m m
u

u
π π π π π π π π= − − + − +

2 2 31
cot( ) [cot ( ) 1] cot( ) ...l l l

m m m
u

u
π π π π π π= − − + − +

1

1
Res cot( ) cot( )

l
m

l
ml

m z

z
z

π π π π−
=−

    = −  +  

Therefore, 

1 1 1 1
...

3 2 1 0l l l l
m m m m

+ + + + +
− + − + − + +

1 1 1
    ... cot( ) 0

1 2 3
l
ml l l

m m m

π π+ + + + − =
+ + +

1 1 1
tan( )

1 1

2 2
1 1

                         ...
3 3

l
m

m
l m l m l

m l m l

m l m l

π π
= − + − +

− +
− +

− + + − + 

/

1 1 1

1 1

2 2
1 1

           ... cot( )
3 3

l m

l
m

R
l m l m l

m l m l

m l m l m

π
π

= − +
− +

− +
− +

− + + =
− +
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11. 
1 1 1

sin( )

1 1

2 2
1 1

                         + ...
3 3

l
m

m
l m l m l

m l m l

m l m l

π π
= + − − +

− +
− +

− + − + 

1
2

l m< , l  and m have no common factor. 

/

1 1 1

1 1

2 2
1 1

           ...
3 3 sin( )

l m

l
m

S
l m l m l

m l m l

m l m l m

π
π

= + −
− +

− +
− +

+ − + =
− +

Proof:   1 1

sin( ) l
m

z z
π

π +
 has poles of order 1 at z n= ,  

                                          and a pole at l
m

z = −

1
2

1

1 1 1 1
Res

sin( ) sin( )
N

l l
m m z n

d
z z

π ζ π
πζ πζ

+

−
=

   =   + +  
∑∫





4
9

1

1 1
Res

sin( ) l
m z

z z
π

π−
=−

   +   +  

1 1
2 2

1
2

log( ) 0

1 1
0

sin( ) sin( )
N N

l
m

N

l l
m m

A

d d

ζ

π π
ζ ζ

πζ πζζ ζ
+ +

+

≤
 + =  

≤ =
+ +∫ ∫



 


  .
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1

1 1 1 1
Res ( )

sin( ) sinl l
m mz n z n

z n
z zz z

π π
π π−

= =

       = −    + +     

( ) 1

sin( )
z

l
z z n m

D z n

D z n

π
π =

  −    =     +  

1

cos( ) l
z n m

z n

π
π π =

      =     +  

( 1)n

l
m

n

−
=

+
.

To find 1

1 1
Res

sin( )
l
m

l
m z

z z
π

π−
=−

     +  
, divide the series 

2

1 1 1 1

sin( ) cos( )l l
m m

z z zz π
π π

π π
=

+ +− +

1
2

1 1

cos ( ) ( )l l l
m m m

z z
π

π π
= −

 + + − + 

1
2

1 1

cos ( )l
m

uu
π

π π
= −

 + − 

1 1
2 2

1 1

cos( )cos( ) sin( )sin( )l l
m m

uu u
π

π π π π
= −

− − −

2 2 3 31 1
2 3!

1 1

[1 ...]sin( ) [ ...]cos( )l l
m m

uu u u
π

π π π π π
= −

− + − − +

1 1

sin( ) cos( ) ...l l
m m

uu
π

π π π
= −

− +
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1 1 1

sin( )1 cot( ) ...l l
m m

uu
π

π π π
= −

− +

1 1
[1 cot( ) ...]

sin( )
l
ml

m

u
u

π π π
π

≈ − + +

21 1 1
cot( ) ...

sin( ) sin( )
l
ml l

m m
u

π π π
π π

= − − +

1

1 1 1
Res

sin( ) sin( )
l
m

l l
m mz

z z
π π

π π−
=−

    = −  +  

Therefore, 

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0l l l l l
m m m m m

+ − + − + +
− + − + − + − + +

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )l l l l
m m m m

π
π

− + − + − =
+ + +

1 1 1 1 1 1
sin( ) +

2 2 3
1 1

                    ....
3 4

l
m

m
l m l m l m l m l m l

m l m l

π π
= + − − + − + − + −

− − + − 

.
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12.

15
38

1 1 1 1 1
38 tan( )

15 38 15 38 15 2(38) 15 2(38) 15
1 1

      ...
3(38) 15 3(38) 15

π π
= − + − + − + − +

− + + − + 

15
38

1 1 1 1 1
38 sin( )

15 38 15 38 15 2(38) 15 2(38) 15
1 1 1

                                    + ...
3(38) 15 3(38) 15 4(38) 15

π π
= + − − + − + − +

− − − + − 

15/38

15
38

1 1 1 1 1

15 38 15 38 15 2(38) 15 2(38) 15
1 1

               .. cot( )
3(38) 15 3(38) 15 38

R

π
π

= − + − +
− + − +

− + + =
− +

15/38

15
38

1 1 1 1 1

15 38 15 38 15 2(38) 15 2(38) 15
1 1 1

               + ..
3(38) 15 3(38) 15 4(38) 15 38 sin( )

S

π
π

= + − − +
− + − +

− − + =
− + −

Proof:   1
2

15 38< , 15  and 38 have no common factor 

15 15 15 15
38 38 38 38

1 1 1 1
...

3 2 1 0
+ + + + +

− + − + − + +

15
3815 15 15

38 38 38

1 1 1
    ... cot( ) 0

1 2 3
π π+ + + + − =

+ + +
.

15 15 15 15
38 38 38 38

1 1 1 1
...

3 2 1 0
− + − + +

− + − + − + +

15 15 15 15
38 38 38 38

1 1 1
  ... 0

1 2 3 sin( )

π
π

− + − + − =
+ + +

.
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13. 

2 1

2

1 1

2 2

1 1 1
2 tan( )

2 1 2 2 1 2 2 1
1 1

2 2 1 2 2 1
1 1

                                 ...
2 2 1 2 2 1

n

n k

n n

n n

n n

k k k

k k

k k

π π+

+ +

+ +

= − + + − − + +

− +
− − + +

− + + − − + + 

2 1

2

1 1

2 2

1 1 1
2 sin( )

2 1 2 2 1 2 2 1
1 1

2 2 1 2 2 1
1 1

                                 + ...
2 2 1 2 2 1

n

n k

n n

n n

n n

k k k

k k

k k

π π+

+ +

+ +

= + − + − − + +

− +
− − + +

− − − − + + 

12 1 2nk −+ <

(2 1)/2

1 1

2 1

2 1 2

1 1 1

2 1 2 2 1 2 2 1
1 1

2 2 1 2 2 1
1 1

                   ... cot( )
2 2 1 2 2 1 2

n

n

k n n

n n

k

n n n

R
k k k

k k

k k

π
π

+

+ +

+
+ +

= − +
+ − − + +

− +
− − + +

− + + =
− − + +

(2 1)/2

1 1

2 1 2 1

2

1 1 1

2 1 2 2 1 2 2 1
1 1

2 2 1 2 2 1
1 1

                   + ...
2 2 1 2 2 1 2 sin( )

n

n

k n n

n n

n n n k

S
k k k

k k

k k

π
π

+

+ +

+ + +

= + −
+ − − + +

− +
− − + +

− + =
− − + +

1

1

2 11
22 1 2

2 2 11
2 2

[1 cos( )]
tan( )

[1 cos( )]

n

n

n

k

k

k

π
π

π

−

−

+
+

+

−
=

+
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2

2

2 11
22

2 11
22

1 1 cos( )
.....

1 1 cos( )

n

n

k

k

π

π

−

−

+

+

− +
= =

+ +

=  a number composed of 2 's  

1

2 1 2 11
22 2

sin( ) [1 cos( )]
n n

k kπ π−
+ += −

2

2 11 1

22 2
1 1 cos( ) .....

n

k π−
+= − + =

=  a number composed of 2 's 

Proof.    Based on  
2 1

2

1
cot( )

n

k
z

z
π π

++
, 

2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2

1 1 1 1
...

3 2 1 0
n n n n

k k k k+ + + +
+ + + + +

− + − + − + +

2 1

2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

1 1 1
    ... cot( ) 0

1 2 3
n

n n n

k

k k k
π π+

+ + +
+ + + + − =

+ + +
.

Based on  
2 1

2

1 1

sin( )
n

kz z
π

π ++
, 

2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2

1 1 1 1
...

3 2 1 0
n n n n

k k k k+ + + +
− + − +

− + − + − + +

2 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2

1 1 1
  ... 0

1 2 3 sin( )
n n n n

k k k k

π
π+ + + +

− + − + − =
+ + +

.
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14. 

1
4

1
4

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
4 cot( ) ...

1 3 5 7 9 11 13
π

π π
 = − + − + − + −   

(Leibniz) 

1
4

1
4

cos( )

1 1 1 1 1 1 1
4 sin( ) ...

1 3 5 7 9 11 13
π

π π
 = + − − + + − +   

1/4

1 1 1 1 1 1 1
...

1 3 5 7 9 11 13 4
R

π
= − + − + − + − =  (Leibniz)  

1/4

1 1 1 1 1 1 1
... 2

1 3 5 7 9 11 13 4
S

π
= + − − + + − + =

Proof:    Based on 
1
4

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1 1 1
4 4 4

1 1 1
...

3 2 1
+ + + +

− + − + − +

1 1 1 1
4 4 4 4

1 1 1 1
    ... 0

0 1 2 3
π+ + + + + − =

+ + + +
.

Based on 
1
4

1

sin( )z z

π
π +

, 

3 2 1

1 1 1
4 4 4

( 1) ( 1) ( 1)
...

3 2 1

− − −− − −
+ + + +

− + − + − +

0 1 2 3

1 1 1 1
4 4 4 4

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
    ... 2 0

0 1 2 3
π

− − − −
+ + + + + − =

+ + + +

1 1 1 1 1 1 1
4 ... 2

1 3 5 7 9 11 13
π

  + − − + + − + =  
.
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15. 

3
8

1
8

cot( )

1 1 1 1 1 1 1
8 tan( ) ...

1 7 9 15 17 23 25
π

π π
 = − + − + − + −   

3
8

1
8

cos( )

1 1 1 1 1 1 1
8 sin( ) ...

1 7 9 15 17 23 25
π

π π
 = + − − + + − +   

3
8

1
1/8 8

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

1 7 9 15 17 23 25 8
R

π

π
π= − + − + − + −



1/8 1
8

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 7 9 15 17 23 25 8 sin( )
S

π
π

= + − − + − − + =

1
8

2 2
tan( )

2 2
π

−
= =

+
depends on 2 's 

1
8

2 2
sin( )

2
π

−
=  depends on 2 's 

Proof: Based on 
1
8

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1 1 1 1 1
8 8 8 8 8

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ + + + + +

− + − + − + − + +

1 1 1
8 8 8

1 1 1 2 2
    ... 0

1 2 3 2 2
π

+
+ + + + − =

+ + + −

1 1 1 1 1 1 1 2 2
...

1 7 9 15 17 23 25 8 2 2

π  + − + − + − + − =   −
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1
81

8 1
8

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 1
2 4

1 1
2 4

1 cos( )

1 cos( )

π

π

 + =
 − 

2 2

2 2

+
=

−
.

Based on 
1
8

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

1 1 1 1 1
8 8 8 8 8

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

1 1 1 1
8 8 8 8

1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )

π
π

− + − + − =
+ + +

1
8

1 1 1 1 1 1 1 1
8 sin( ) ...

1 7 9 15 17 23 25 31
π π

 = + − − + + − − +   

1 1 1
8 2 4

sin( ) 1 cos( )π π = −  

1 2
2 2

1 = −  

2 2

2

−
= .
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16. 

1
8

3
8

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1
8 tan( ) ...

3 5 11 13 19 21 27 29
π

π π
 = − + − + − + − +   

1
8

3
8

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
8 sin( ) ...

3 5 11 13 19 21 27 29
π

π π
 = + − − + + − − +   

1
8

3
3/8 8

tan( )

1 1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

3 5 11 13 19 21 27 29 8
R

π

π
π= − + − + − + − +



3/8 3
8

1 1 1 1 1 1 1 1
...

3 5 11 13 19 21 27 29 8 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

3
8

2 2
tan( )

2 2
π

+
= =

−
depends on 2 's 

3
8

2 2
sin( )

2
π

+
=  depends on 2 's 

Proof    Based on 
3
8

1
cot( )z

z
π π

+
,     

3 3 3 3 3
8 8 8 8 8

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ + + + + +

− + − + − + − + +

3 3 3
8 8 8

1 1 1 2 2
    ... 0

1 2 3 2 2
π

−
+ + + + − =

+ + + +

1 1 1 1 1 1 1 2 2
...

3 5 11 13 19 21 27 8 2 2

π  − − + − + − + + =   +

3
83

8 3
8

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=
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1 3
2 4

1 3
2 4

1 cos( )

1 cos( )

π

π

 + =
 − 

2
2

2
2

1

1

−
=

+

2 2

2 2

−
=

+
.

Based on 
3
8

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

3 3 3 3 3
8 8 8 8 8

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

3 3 3
8 8 8

1 1 1 2
... 0

1 2 3 2 2
π− + − + − =

+ + + +

3
8

1 1 1 1 1 1 1 1
8 sin( ) ...

3 5 11 13 19 21 27 29
π π

 = + − − + + − − +   

3 1 3
8 2 4

sin( ) 1 cos( )π π = −  

1 2
2 2

1 = +  

2 2

2

+
= .
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17.
1/8 3/8 1/4R R S+ =

1 3
8 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23

       = [cot( ) cot( )]
8

                                              2
4

π
π π

π

+ − − + + − − + + − − + =

+

=

Proof:   Based on 
1
8

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1/8

1 1 1 1 1 1 1 2 2
...

1 7 9 15 17 23 25 8 2 2
R

π +
= − + − + − + − =

−

Based on 
3
8

1
cot( )z

z
π π

+
, 

3/8

1 1 1 1 1 1 1 2 2
...

3 5 11 13 19 21 27 8 2 2
R

π −
= − + − + − + + =

+

1/8 3/8R R+ =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
+ − − + + − − + + − − + =

2 2 2 2

8 2 2 2 2

π  + −  = +    − + 

2

[2 2] [2 2]

8 2 2

π + + −
=

−

1/4

4
2

8 42
S

π π
= = =
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18. 
1/8 3/8S S−

1 3
8 8

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ...

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29

1 1

8 sin( ) sin( )

π
π π

− − + − + + − + − − − − + + +

    = −     

Proof:  Based on 
1
8

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

1/8S =
1
8

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 7 9 15 17 23 25 8 sin( )

π
π

+ − − + − − + =

Based on 
3
8

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

3/8S =
3
8

1 1 1 1 1 1 1 1
...

3 5 11 13 19 21 27 29 8 sin( )

π
π

+ − − + + − − + =

1/8 3/8S S− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29
− − + − + + − + − − − − + + ... 

1 3
8 8

1 1

8 sin( ) sin( )

π
π π

   = −    
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19. 
1/8 3/8 1/4R R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
..

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 4

π
− + − + − + − + − + − + − =

Proof:     

based on 
1
8

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1/8

1 1 1 1 1 1 1 2 2
...

1 7 9 15 17 23 25 8 2 2
R

π +
= − + − + − + − =

−

Based on 
3
8

1
cot( )z

z
π π

+
, 

3/8

1 1 1 1 1 1 1 2 2
...

3 5 11 13 19 21 27 8 2 2
R

π −
= − + − + − + + =

+

1/8 3/8R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
− + − + − + − + − + − + − =

2 2 2 2

8 2 2 2 2

π  + −  = −    − + 

2

[2 2] [2 2]

8 2 2

π + − −
=

−

1/4

2 2

8 42
R

π π
= = =
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20. 

7
16

1
16

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1
16 tan( ) ...

1 15 17 31 33 47 49 51
π

π π
 = − + − + − + − +   

7
16

1
16

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
16 sin( ) ...

1 15 17 31 33 47 49 51
π

π π
 = + − − + + − − +   

7
16

1
1/16 16

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

1 15 17 31 33 47 49 16
R

π

π
π= − + − + − + −



1/16 1
16

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 15 17 31 33 47 49 51 16 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

1
16

2 2 2
tan( )

2 2 2
π

− +
= =

+ +
depends on 2 's 

1
16

2 2 2
sin( )

2
π

− +
= = depends on 2

Proof:   Based on 
1
16

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1 1 1 1
16 16 16 16

1 1 1 1
...

3 2 1 0
+ + + + +

− + − + − + +

1 1 1
16 16 16

1 1 1 2 2 2
    ... 0

1 2 3 2 2 2
π

+ +
+ + + + − =

+ + + − +

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
16 ...

1 15 17 31 33 47 49 2 2 2
π

  + + − + − + − + − =   − +
.
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1
161

16 1
16

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 1
2 8

1 1
2 8

1 cos( )

1 cos( )

π

π

 + =
 − 

1 1
2 4

1 1
2 4

1 [1 cos( )]

1 [1 cos( )]

π

π

+ +
=

− +

1 2
2 2

1 2
2 2

1 [1 ]

1 [1 ]

+ +
=

− +

2 2 2

2 2 2

+ +
=

− +

Based on 
1
16

1 1

sin( )z z
π

π +
,   

1 1 1 1 1
16 16 16 16 16

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

1 1 1 1
16 16 16 16

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

1
16

1 1 1 1 1 1 1 1
16 sin( ) ...

1 15 17 31 33 47 49 51
π π

 = + − − + + − −   
.

1 1 1
16 2 8

sin( ) 1 cos( )π π = −  

1 1 1
2 2 4

1 1 cos( )π  = − +    

1 1 2
2 2 2

1 1  = − +    
2 2 2

2

− +
=
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21. 

5
16

3
16

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1
16 tan( ) ...

3 13 19 29 35 45 51 61
π

π π
 = − + − + − + − +   

5
16

3
16

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
16 sin( ) ...

3 13 19 29 35 45 51 61
π

π π
 = + − − + + − − +   

5
16

3
3/16 16

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

3 13 19 29 35 45 51 16
R

π

π
π= − + − + − + −



3/16 3
16

1 1 1 1 1 1 1 1
...

3 13 19 29 35 45 51 61 16sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

3
16

2 2 2
tan( )

2 2 2
π

− −
= =

+ −
depends on 2 's 

3
16

2 2 2
sin( )

2
π

− −
= =depends on 2 's 

Proof   Based on 
3
16

1
cot( )z

z
π π

+
, 

3 3 3 3
16 16 16 16

1 1 1 1
...

3 2 1 0
+ + + + +

− + − + − + +

3 3 3
16 16 16

1 1 1 2 2 2
    ... 0

1 2 3 2 2 2
π

+ −
+ + + + − =

+ + + − −

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
16 ...

3 13 19 29 35 45 51 2 2 2
π

  + − − + − + − + − =   − −
.
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3
163

16 3
16

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 3
2 8

1 3
2 8

1 cos( )

1 cos( )

π

π

 + =
 − 

1 3
2 4

1 3
2 4

1 [1 cos ]

1 [1 cos ]

π

π

+ +
=

− +

1 2
2 2

1 2
2 2

1 [1 ]

1 [1 ]

+ −
=

− −

2 2 2

2 2 2

+ −
=

− −
.

Based on 
3
16

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

3 3 3 3 3
16 16 16 16 16

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

3 3 3 3
16 16 16 16

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

3
16

1 1 1 1 1 1 1 1
16 sin( ) ...

3 13 19 29 35 45 51 61
π π

 = + − − + + − −   
.

3 1 3
16 2 8

sin( ) 1 cos( )π π = −  

1 1 3
2 2 4

1 1 cos( )π  = − +    

1 1 2
2 2 2

1 1  = − −    
2 2 2

2

− −
= .
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22. 

3
16

5
16

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 tan( ) ...

5 11 21 27 37 43 53 59 69
π

π π
 = − + − + − + − + −   

3
16

5
16

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
16sin( ) ...

5 11 21 27 37 43 53 59 69
π

π π
 = + − − + + − − + +   

3
16

5
5/16 16

tan( )

1 1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

5 11 21 27 37 43 53 59 16
R

π
= − + − + − + − +



5/16 5
16

1 1 1 1 1 1 1 1
..

5 11 21 27 37 43 53 59 16sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

5
16

2 2 2
tan( )

2 2 2
π

+ −
= =

− −
depends on 2 's 

5
16

sin( ) 2 2 2π = − + =depends on 2 's 

Proof:   Based on 
5
16

1
cot( )z

z
π π

+
, 

5 5 5 5
16 16 16 16

1 1 1 1
...

3 2 1 0
+ + + + +

− + − + − + +

5 5 5
16 16 16

1 1 1 2 2 2
    ... 0

1 2 3 2 2 2
π

− −
+ + + + − =

+ + + + −

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
16 ...

5 11 21 27 37 43 53 2 2 2
π

  − − − + − + − + − =   + −
.
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5
165

16 5
16

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 5
2 8

1 5
2 8

1 cos( )

1 cos( )

π

π

 + =
 − 

1 5
2 4

1 5
2 4

1 [1 cos ]

1 [1 cos ]

π

π

+ +
=

− +

1 2
2 2

1 2
2 2

1 [1 ]

1 [1 ]

+ −
=

− −

2 2 2

2 2 2

− −
=

+ −
.

Based on
5
16

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

5 5 5 5 5
16 16 16 16 16

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

5 5 5 5
16 16 16 16

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

5
16

1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 sin( ) ...

5 11 21 27 37 43 53 59 69
π π

 = + − − + + − − + +   
.

5 1 5
16 2 8

sin( ) 1 cos( )π π = −  

1 1 5
2 2 4

1 1 cos( )π  = − +    

1 1 2
2 2 2

1 1  = − +    
2 2 2= − + .
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23. 

1
16

7
16

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 tan( ) ...

7 9 23 25 39 41 55 57 71
π

π π
 = − + − + − + − + −   

1
16

7
16

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
16sin( ) ...

7 9 23 25 39 41 55 57 71
π

π π
 = + − − + + − − + +   

1
16

7
7/16 16

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

7 9 23 25 39 41 55 16
R

π

π
π= − + − + − + − =



7/16 7
16

1 1 1 1 1 1 1 1 1
..

7 9 23 25 39 41 55 57 71 16 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + + =

7
16

2 2 2
tan( )

2 2 2
π

+ +
= =

− +
depends on 2 's 

7
16

sin( ) 2 2 2π = − +  depends on 2

Proof:  Based on  
7
16

1
cot( )z

z
π π

+
, 

7 7 7 7
16 16 16 16

1 1 1 1
...

3 2 1 0
+ + + + +

− + − + − + +

7 7 7
16 16 16

1 1 1 2 2 2
    ... 0

1 2 3 2 2 2
π

− +
+ + + + − =

+ + + + +

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2
16 ...

7 9 23 25 39 41 55 2 2 2
π

  − + − + − + − + − =   + +

7
167

16 7
16

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=
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1
16
1
16

sin( )

cos( )

π

π
=

1 1
2 8

1 1
2 8

1 cos( )

1 cos( )

π

π

 − =
 + 

1 1
2 4

1 1
2 4

1 [1 cos( )]

1 [1 cos( )]

π

π

− +
=

+ +

1 2
2 2

1 2
2 2

1 [1 ]

1 [1 ]

− +
=

+ +

2 2 2

2 2 2

− +
=

+ +
.

Based on
7
16

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

7 7 7 7 7
16 16 16 16 16

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

7 7 7 7
16 16 16 16

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

7
16

1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 sin( ) ...

7 9 23 25 39 41 55 57 71
π π

 = + − − + + − − + +   
.

7 71
16 2 8

sin( ) 1 cos( )π π = −  

71 1
2 2 4

1 1 cos( )π  = − +    

1 1 2
2 2 2

1 1  = − +    
2 2 2= − +
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24. 
1/16 3/16 5/16 7/16R R R R+ + +

1/16R =

1
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

1 15 17 31 33 47 49 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ +
=

− +

3/16R =

3
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

3 13 19 29 35 45 51 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ −
=

− −

5/16R =

5
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

5 11 21 27 37 43 53 16

2 2 2

16 2 2 2

π

π

− + − + − + −

− −
=

+ −

7/16R =

7
16

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

7 9 23 25 39 41 55 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + − =

− +
=

+ +

1/16 3/16 5/16 7/16R R R R+ + + =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
= + + + − − − − + + + + −

4 4

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

16 162 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

π π

− +

     + + − + + − − −   = + + +       − + + + − − + −    



Gauge Institute Journal, Volume 18, No. 1, February 2022                      H. Vic Dannon 

66

1 1

4 2 2 2 2

π   = +   − +

2 2 2 2

4 (2 2)(2 2)

π + + −
=

− +

( )
2

2 2 2 2

4 2

π + + −
=

22 2 2 2 2 2 2

4 2

π + + − + −
=

2 2
4

π
= +
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25. 
1/16 3/16R R−

1/16R =

1
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

1 15 17 31 33 47 49 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ +
=

− +

3/16R =

3
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

3 13 19 29 35 45 51 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ −
=

− −

1/16 3/16R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 3 13 15 17 19 29 31 33
− + − + − + − + +

1 1 1 1 1 1
...

35 45 47 49 51 61
− + − + − + + =

{ }1 3
16 16

cot( ) cot( )
16

π
π π= −
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26. 
5/16 7/16R R−

5/16R =

5
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

5 11 21 27 37 43 53 16

2 2 2

16 2 2 2

π

π

− + − + − + −

− −
=

+ −

7/16R =

7
16

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

7 9 23 25 39 41 55 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + − =

− +
=

+ +

5/16 7/16R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

5 7 9 11 21 23 25 27 37
− + − + − + − + +

1 1 1 1 1 1
...

39 41 43 53 55 57
− + − + − + +

{ }75
16 16

cot( ) cot( )
16

π
= −



Gauge Institute Journal, Volume 18, No. 1, February 2022                      H. Vic Dannon 

69

27. 
3/16 5/16R R−

3/16R =

3
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

3 13 19 29 35 45 51 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ −
=

− −

5/16R =

5
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

5 11 21 27 37 43 53 16

2 2 2

16 2 2 2

π

π

− + − + − + −

− −
=

+ −

3/16 5/16R R−

1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 5 11 13 19 21 27 29 35
− + − + − + − +

1 1 1 1 1 1
...

37 43 45 51 53 59
− + − + − + − =

{ }3 5
16 16

cot( ) cot( )
16

π
π π= −
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28. 
1/16 5/16R R−

1/16R =

1
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

1 15 17 31 33 47 49 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ +
=

− +

5/16R =

5
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

5 11 21 27 37 43 53 16

2 2 2

16 2 2 2

π

π

− + − + − + −

− −
=

+ −

1/16 5/16R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 5 11 15 17 21 27 31 33
− − + + − − + +

1 1 1 1 1 1
...

37 43 47 49 53 59
− − + + − − + =

{ }1 5
16 16

cot( ) cot( )
16

π
π π= −
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29. 
1/16 7/16R R−

1/16R =

1
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

1 15 17 31 33 47 49 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ +
=

− +

7/16R =

7
16

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

7 9 23 25 39 41 55 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + − =

− +
=

+ +

1/16 7/16R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 7 9 15 17 23 25 31 33
− + − + − + − +

1 1 1 1 1 1
...

39 41 47 49 55 57
− + − + − + − =

{ }71
16 16

cot( ) cot( )
16

π
π π= −
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30. 
3/16 5/16 1/16 7/16( )( )R R R R− −

3/16 5/16R R− =
1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 5 11 13 19 21 27 29 35
− + − + − + − +

{ }3 5
16 16

1 1 1 1 1 1
... cot( ) cot( )

37 43 45 51 53 59 16

π
π π− + − + − + − = −

1/16 7/16R R− =
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 7 9 15 17 23 25 31 33
− + − + − + − +

{ }71
16 16

1 1 1 1 1 1
... cot( ) cot( )

39 41 47 49 55 57 16

π
π π− + − + − + − = −

3/16 5/16 1/16 7/16( )( )R R R R− − =

{ }{ }
2

73 5 1
16 16 16 162

cot( ) cot( ) cot( ) cot( )
16

π
π π π π= − −
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31. 
3/16 7/16R R−

3/16R =

3
16

1 1 1 1 1 1 1
...= cot( )

3 13 19 29 35 45 51 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + −

+ −
=

− −

7/16R =

7
16

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

7 9 23 25 39 41 55 16

2 2 2

16 2 2 2

π
π

π

− + − + − + − =

− +
=

+ +

3/16 7/16R R− =

1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 7 9 13 19 23 25 29 35
− + − + − + − + −

71
16 16

1 1 1 1 1 1
... {cot( ) cot( )}

39 41 45 51 55 61 16

π
π π− + − + − + − = −
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32. 
1 1 1 1

tan( )
1 1 1

1 1

2 1 2 1
1 1

                       ...
3 1 3 1

p
p

p p

p p

p p

π π
= − + − +

− +
− +

− + + − + 

1 1 1 1
sin( )

1 1 1
1 1

2 1 2 1
1 1

                        ...
3 1 3 1

p
p

p p

p p

p p

π π
= + − − +

− +
− +

+ − + − + 

p = prime. 

1/

1 1 1 1
1

1 1 2 1 2 1pR
p p p p

= − + − +
− + − +

11 1
... cot( )

3 1 3 1 pp p p

π
π− + + =

− +

1/

1 1 1 1
1

1 1 2 1 2 1pS
p p p p

= + − − +
− + − +

1

1 1
...

3 1 3 1 sin( )
p

p p p

π
π

+ − − =
− +

Proof:  Based on 
1

1
cot( )

p

z
z

π π
+

, 

1 1 1 1

1 1 1 1
...

3 2 1 0
p p p p

+ + + + +
− + − + − + +
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1
1 1 1

1 1 1
    ... cot( ) 0

1 2 3 p
p p p

π π+ + + + − =
+ + +

1 1 1 1 1
tan( ) 1

1 1 2 1 2 1p
p

p p p p
π π

= − + − + − + − +
1 1

    ...
3 1 3 1p p

− + + − + 
.

Based on 
1

1 1

sin( )
p

z z
π

π +
, 

1 1 1 1

1 1 1 1
...

3 2 1 0
p p p p

− + − + −
− + − + − + +

1 1 1 1

1 1 1
  ... 0

1 2 3 sin( )
p p p p

π
π

− + − + − =
+ + +

1 1 1 1 1
sin( ) 1

1 1 2 1 2 1p
p

p p p p
π π

= + − − + − + − +

1 1
    + ...

3 1 3 1p p

− − − + 
.
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33. 
1 1 1

tan( )

1 1

2 2
1 1

                           ...
3 3

n

n m
n np

n n

n n

p
m p m p m

p m p m

p m p m

π π
= − + − +

− +
− +

− + + − + 

1 1 1
tan( )

1 1

2 2
1 1

                           + ...
3 3

n

n m
n np

n n

n n

p
m p m p m

p m p m

p m p m

π π
= + − − +

− +
− +

− − − + 

1
2

nm p< , m  and np  have no common factor, 1,2,3,...n =

/

1 1 1

1 1

2 2
1 1

               ... cot( )
3 3

n

n

m p n n

n n

m
n n n p

R
m p m p m

p m p m

p m p m p

π
π

= − +
− +

− +
− +

− + + =
− +

/

1 1 1

1 1

2 2
1 1 1

                + ...
sin( )3 3

n

n

m p n n

n n

n n n m
p

S
m p m p m

p m p m

p m p m p

π
π

= + −
− +

− +
− +

− − =
− +

Proof:  Based on 1
cot( )

n
m

p

z
z

π π
+

, 
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1 1 1 1
...

3 2 1 0
n n n n

m m m m

p p p p

− + − +
− + − + − + +

1 1 1
  ... cot( ) 0

1 2 3
n

n n n

m
m m m p
p p p

π π− + − + − =
+ + +

1 1 1

1 1 1
         + .... cot( )

2 2 3
n

n

n n

m
n n n p

p
m p m p m

p m p m p m
π π

 + − − +
− + − =− + − 

Based on 1 1

sin( )
n

m

p
z z

π
π +

,         

1 1 1 1
...

3 2 1 0
n n n n

m m m m

p p p p

− + − +
− + − + − + +

1 1 1 1
  ... 0

1 2 3 sin( )
n n n n

m m m m

p p p p

π
π

− + − + − =
+ + +

1 1 1

1 1

2 2
1 1

         .... cot( )
3 3

n

n

n n

n n

m
n n p

p
m p m p m

p m p m

p m p m
π π

 + − − +

− +
− +

+ − − =− + 
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34.

1
6

1
3

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1
3 tan( ) ...

1 2 4 5 7 8 10 11
π

π π
 = − + − + − + − +   

1
6

1
3

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
3sin( ) ...

1 2 4 5 7 8 10 11
π

π π
 = + − − + + − − +   

1/3

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 2 4 5 7 8 10 11 3 3
R

π
= − + − + − + − + =

1/3

1 1 1 1 1 1 1 1
... 2

1 2 4 5 7 8 10 11 3 3
S

π
= + − − + + − − + =

Proof:   Based on 
1
3

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1 1 1
3 3 3

1 1 1
...

3 2 1
+ + + +

− + − + − +

1
31 1 1 1

3 3 3 3

1 1 1 1
    ... cot( ) 0

0 1 2 3
π π+ + + + + − =

+ + + +

1
3

3

1 1 1 1 1 1 1
3 tan( ) ...

1 2 4 5 7 8 10
π π

  − + − + − + − =  
.

Based on  
1
3

1

sin( )z z

π
π +

, 

3 2 1

1 1 1
3 3 3

( 1) ( 1) ( 1)
...

3 2 1

−− − −
+ + + +

− + − + − +

0 1 2 3

1 1 1 1 1
3 3 3 3 3

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1
    ... 0

0 1 2 3 sin( )
π

π
− − − −

+ + + + + − =
+ + + +
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1
3

1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 ...

1 2 4 5 7 8 10 11 sin( )
π

π

  + − − + + − − + =  

1
3

3

2

1 1 1 1 1 1 1 1
3sin( ) ...

1 2 4 5 7 8 10 11
π π

 = + − − + + − − +   
.
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35.

7
18

1
9

cot( )

1 1 1 1 1 1 1
9 tan( ) ...

1 8 10 17 19 26 28
π

π π
 = − + − + − + −   

7
18

1
9

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
9 sin( ) ...

1 8 10 17 19 26 28 35
π

π π
 = + − − + + − − +   

7
18

1
1/9 9

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

1 8 10 17 19 26 28 3
R

π

π
π= − + − + − + − =



1/8 1
9

1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 8 10 17 19 26 28 35 9 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

1
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− + =

Proof   Based on 
1
9

1
cot( )z

z
π π

+
, 

1 1 1
9 9 9

1 1 1
...

3 2 1
+ + + +

− + − + − +

1
91 1 1 1

9 9 9 9

1 1 1 1
    ... cot( ) 0

0 1 2 3
π π+ + + + + − =

+ + + +

1
9

1 1 1 1 1 1 1
9 tan( ) ...

1 8 10 17 19 26 28
π π

  − + − + − + − =  
.

1
91

9 1
9

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 2
2 9

1 2
2 9

[1 cos( )]

[1 cos( )]

π

π

+
=

−
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2
9

2
9

1 cos( )

1 cos( )

π

π

+
=

−
.

Base on 
1
9

1 1

sin( )z z
π

π +

1 1 1 1 1
9 9 9 9 9

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

1 1 1 1
9 9 9 9

1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )

π
π

− + − + − =
+ + +

1
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 sin( ) ...

1 8 10 17 19 26 28 35
π π

 = + − − + + − − +   
.

3sin 3 4 sin 3 sinA A A= − + ⇒

1
2

31 1 1
3 9 9

3

sin( ) 4 sin ( ) 3 sin( )π π π= − + ⇒


1
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− + = .
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36.

5
18

2
9

cot( )

1 1 1 1 1 1 1
9 tan( ) ...

2 7 11 16 20 25 29
π

π π
 = − + − + − + −   

5
18

2
9

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
9 sin( ) ...

2 7 11 16 20 25 29 34
π

π π
 = + − − + + − − +   

5
18

2
2/9 9

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

2 7 11 16 20 25 29 9
R

π

π
π= − + − + − + − =



2/9 2
9

1 1 1 1 1 1 1 1
...

2 7 11 16 20 25 29 34 9 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

2
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− + =

Proof    Based on 
2
9

1
cot( )z

z
π π

+
, 

2 2 2
9 9 9

1 1 1
...

3 2 1
+ + + +

− + − + − +

2
92 2 2 2

9 9 9 9

1 1 1 1
    ... cot( ) 0

0 1 2 3
π π+ + + + + − =

+ + + +

2
9

1 1 1 1 1 1 1
9 tan( ) ...

2 7 11 16 20 25 29
π π

  − + − + − + − =  
.

2
92

9 2
9

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 4
2 9

1 4
2 9

[1 cos( )]

[1 cos( )]

π

π

+
=

−
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4
9

4
9

1 cos( )

1 cos( )

π

π

+
=

−
.

Base on 
2
9

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

2 2 2 2 2
9 9 9 9 9

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

2 2 2 2
9 9 9 9

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

2
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 sin( ) ...

2 7 11 16 20 25 29 34
π π

 = + − − + + − − +   
.

3sin 3 4 sin 3 sinA A A= − + ⇒

1
2

32 2 2
3 9 9

3

sin( ) 4 sin ( ) 3 sin( )π π π= − + ⇒


2
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− + = .
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37.

1
18

4
9

cot( )

1 1 1 1 1 1 1
9 tan( ) ...

4 5 13 14 22 23 31
π

π π
 = − + − + − + −   

1
18

4
9

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
9 sin( ) ...

4 5 13 14 22 23 31 32
π

π π
 = + − − + + − − +   

1
18

4
4/9 9

tan( )

1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

4 5 13 14 22 23 31 9
R

π

π
π= − + − + − + − =



4/9 4
9

1 1 1 1 1 1 1 1
...

4 5 13 14 22 23 31 32 9 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

4
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− − =

Proof    Based on 
4
9

1
cot( )z

z
π π

+

4 4 4
9 9 9

1 1 1
...

3 2 1
+ + + +

− + − + − +

4
94 4 4 4

9 9 9 9

1 1 1 1
    ... cot( ) 0

0 1 2 3
π π+ + + + + − =

+ + + +

4
9

1 1 1 1 1 1 1
9 tan( ) ...

4 5 13 14 22 23 31
π π

  − + − + − + − =  
.

4
94

9 4
9

cos( )
cot( )

sin( )

π
π

π
=

1 8
2 9

1 8
2 9

[1 cos( )]

[1 cos( )]

π

π

+
=

−



Gauge Institute Journal, Volume 18, No. 1, February 2022                      H. Vic Dannon 

85

1
9

1
9

1 cos( )

1 cos( )

π

π

−
=

+
.

Based on 
4
9

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

4 4 4 4 4
9 9 9 9 9

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

4 4 4 4
9 9 9 9

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

4
9

1 1 1 1 1 1 1 1
9 sin( ) ...

4 5 13 14 22 23 31 32
π π

 = + − − + + − − +   
.

3sin 3 4 sin 3 sinA A A= − + ⇒

1
2

34 4 4
9 9 9

3

sin(3 ) 4 sin ( ) 3 sin( )π π π

−

= − + ⇒


4
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− − = .
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38. 
1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 ...
1 5 7 11 13 17 29 23

π
 = − + − + − + − +   

1 1 1 1 1 1 1 1
3 ...

1 5 7 11 13 17 29 23
π

 = + − − + + − − +   

1/6

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 5 7 11 13 17 29 23 2 3
R

π
= − + − + − + − + =

1/6

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 5 7 11 13 17 29 23 3
S

π
= + − − + + − − + =

Proof:   Based on
1
6

1
cot( )z

z
π π

+
,  

1 1 1 1 1
6 6 6 6 6

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ + + + + +

− + − + − + − + +

1
61 1 1

6 6 6
3

1 1 1
... cot( ) 0

1 2 3
π π+ + + + − =

+ + + 

1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 ...

1 5 7 11 13 17 29 23
π

 = − + − + − + − +   
.

Based on 
1
6

1 1

sin( )z z
π

π +
,  

1 1 1 1 1
6 6 6 6 6

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

1 1 1 1
6 6 6 6

2

1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )

π

π
π

− + − + − =
+ + +



1 1 1 1 1 1 1 1
3 ...

1 5 7 11 13 17 29 23
π

 = + − − + + − − +   
.
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39.

8
18

1
18

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1
18 tan( ) ...

1 17 19 35 37 53 55 71
π

π π
 = + − − + + − −   

8
18

1
18

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
18 sin( ) ...

1 17 19 35 37 53 55 71
π

π π
 = + − − + + − −   

1
1/18 18

1 1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

1 17 19 35 37 53 55 71 18
R

π
π= − + − + − + − =

1/18 1
18

1 1 1 1 1 1 1 1
...

1 17 19 35 37 53 55 71 18 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − =

1 1 1 1 4
18 2 9 2 9

sin( ) [1 cos( )] [1 sin( )]π π π= − = −

And 4
9

sin( )π  solves the cubic  3 1
2

4 3 3 0x x− − =

Proof:  Based on  
1
18

1
cot( )z

z
π π

+

1 1 1 1 1
18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

1
181 1 1

18 18 18

1 1 1
... cot( ) 0

1 2 3
π π− + − + − =

+ + +

1
18

1 1 1 1 1 1 1 1
18 ... cot( )

1 17 19 35 37 53 55 71
π π

  + − − + + − − =  
.

Based on  
1
18

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

1 1 1 1 1
18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +
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1 1 1 1
18 18 18 18

1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )

π
π

− + − + − =
+ + +

1
18

1 1 1 1 1 1 1 1
18 ...

1 17 19 35 37 53 55 71 sin( )

π
π

  + − − + + − − =  
.
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40. 

4
18

5
18

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1
18 tan( ) ...

5 13 23 31 41 49 59 67
π

π π
 = − + − + − + −   

4
18

5
18

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1
18 sin( ) ...

5 13 23 31 41 49 59 67
π

π π
 = + − − + + − −   

5
5/18 18

1 1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

5 13 23 31 41 49 59 67 18
R

π
π= − + − + − + − =

5/18 5
18

1 1 1 1 1 1 1 1
...

5 13 23 31 41 49 59 67 18 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − =

Proof:   Base on 
5
18

1
cot( )z

z
π π

+
, 

5 5 5 5 5
18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ + + + + +

− + − + − + − + +

5 5 5 5
18 18 18 18

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
+ + + + − =

+ + +

5
18

1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 ...

5 13 23 31 41 49 59 67 sin( )
π

π

  − + − + − + − =  
.

Base on 
5
18

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

5 5 5 5 5
18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

5 5 5 5
18 18 18 18

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

5
18

1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 ...

5 13 23 31 41 49 59 67 sin( )
π

π

  + − − + + − − =  
.
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41. 

2
18

7
18

cot( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 tan( ) ...

7 11 25 29 43 47 61 65 79
π

π π
 = − + − + − + − + −   

2
18

7
18

cos( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 sin( ) ...

7 11 25 29 43 47 61 65 79
π

π π
 = + − − + + − − + +   

7
7/18 18

1 1 1 1 1 1 1 1
... cot( )

7 11 25 29 43 47 61 65 18
R

π
π= − + − + − + − + =

7/18 7
18

1 1 1 1 1 1 1 1
...

7 11 25 29 43 47 61 65 18 sin( )
S

π
π

= + − − + + − − + =

Proof:   Based on 
7
18

1
cot( )z

z
π π

+
, 

7 7 7 7 7
18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ + + + + +

− + − + − + − + +

7
187 7 7

18 18 18

1 1 1
... cot( ) 0

1 2 3
π π+ + + + − =

+ + +

7
18

1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 ... cot( )

7 11 25 29 43 47 61 65 79
π π

  − + − + − + − + + =  
.

Based on 
7
18

1 1

sin( )z z
π

π +
, 

7 7 7 7 7
18 18 18 18 18

1 1 1 1 1
...

4 3 2 1 0
+ − + − + +

− + − + − + − + +

7 7 7 7
18 18 18 18

1 1 1 1
... 0

1 2 3 sin( )
π

π
− + − + − =

+ + +

7
18

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 ...

7 11 25 29 43 47 61 65 79 sin( )
π

π

  + − − + + − − + + =  
.


